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摘要 

 本研究的主要目的在於針對目前大學一年級的微分基本公式，以 479 位大學

生為施測對象，分析紙筆測驗後的結果，整理出大學生對於微分基本公式的錯誤

概念，並分析試題變異數，以編製電腦化測驗之試題。 

 分析紙筆測驗以及電腦化測驗後，其信度都超過 0.90，表示試卷具有優良的

信度，因電腦化測驗是依據錯誤概念所編製而成的，表示教師之後可參考本研究

所整理出的錯誤概念命題，找出大學生對於微分基本公式的錯誤類型，接著進行

補救教學。 

 

關鍵字：微積分、錯誤類型、電腦化測驗 
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Abstract 

 To explore the error type of basic differential formula, we implement an pretest 

on 479 college freshmen. Analysing the variance of each error type, we develop a 

computerize test in multiple choice format. 

Its statistic reliability for the outcome of the test excess 0.90. This implies that a 

Calculus teacher can identify student’s misconception from one’s result of the test, 

then proceed a remedial teaching. 
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壹、緒論 

林怡如、何信助、廖年淼（2004）認為數學為科學之母，是開啟各種技術、

職業與科學大門的鑰匙。數學是科學發展的動力，微積分的學習更是進入尖端科

學發展的墊腳石，科學相關領域的科系皆將微積分列為必修課程，根據教育部統

計處（2010）的統計資料顯示，大學部前十名人數最多之科系皆必修微積分（鄭

俊彥、黃玉臺、謝俊逸、劉湘川、郭伯臣、劉育隆，2010）。 

大學一年級是學習微積分的重要時期，由於某些學生在高中數學時有一些數

學概念的誤解被忽視了，所以在這階段學習微積分時會跟某些概念混淆

（Erdogan&Hasan, 2009），這時候老師就必需了解學生的錯誤概念在哪邊，好

對症下藥。研究顯示，糾正學生的錯誤概念，將有利於他們學習（Chi & 

Roscoe,2002; Suping, 2003）。因此，在確定學生對於微分基本公式的概念有所誤

解後，老師就可根據學生的錯誤類型，導正他們的錯誤經驗，以促進學習。 

算錯答案並非一件可恥的事情，錯誤在數學中和正確答案一樣的重要，錯誤

幫助了數學的發展，錯誤幫助我們了解數學的來龍去脈，錯誤也可做為診斷的工

具，讓教師了解學生心裡可能的想法（Schwarzenberger, 1984），而且在每個概

念下，具體列出學生可能會發生的誤解，將有利於他們更清楚地界定規則

（Maureen & James, 1997）。 

所以評量是教學中重要的一部份，透過評量，學生可以知道學習的歷程與成

果，教師可以清楚學生學習的情況。而隨著電腦科技的發展，越來越多的紙筆測

驗轉換成電腦化測驗。傳統紙筆測驗所無法做到的多媒體試題、互動式測驗，皆

可藉由電腦輕而易舉的達成，故善用電腦化測驗，可使測驗越來越多樣化（張玉

茹、楊智為，2009）。 

目前國內關於分析微積分的錯誤類型，以及利用微積分的知識結構為基礎，

建立起電腦化測驗系統的相關研究，是非常少的，但是微積分卻又是大學部前十

名人數最多之科系皆必修，所以本研究整理微分基本公式的錯誤類型，並且結合

電腦化測驗，這對於微積分教學與學習而言，是一件非常重要的一件事情。但由

於研究的時間有限，所以研究假設受試者已學好高中數學，而不探討大學新生在

高中數學的錯誤概念。 

綜合上面所述，本研究的目的有下列四項： 

一、建置微分專家知識結構； 

二、分析大學生對於微分基本公式的錯誤類型； 

三、編製微分診斷之選擇試題； 

四、建置電腦化測驗系統。 
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貳、文獻探討 

一、微積分的錯誤概念 

 錯誤概念的產生，可能源自於學生日常生活中經驗的自我學習，也可能來自

於學生對老師傳統機械式教學，所獲得不清不楚的概念（呂溪木，1983）。Chi and 

Roscoe (2002) 也指出，當學習者在舊有的知識上，建立新的數學規則時，需要

有一個明確的規則，否則學習者會產生錯誤的概念。 

 學生會使用有缺陷、但能夠解出答案的方法來解題目，而他們可能對這方法

缺乏理解（Chi & Roscoe, 2002）。當學生能用錯誤方法解出答案時，似乎沒有

任何理由讓他們丟棄掉自己的錯誤概念，只有在學生碰到困難，明白為什麼假設

是錯誤時，他們才會修改自身的錯誤概念（Balk, 2007）。 

 Garderen and Montague (2003) 強調，良好的解決問題方式，是將一個代表性

的問題轉化成能夠便於理解的結構，所以我們應該設計一種診斷測驗，測驗的題

目是針對學生可能會發生的錯誤或概念上的困難，好誘導出學生的概念錯誤

（Bell, 1978），而且發現學生認知上面的衝突比直接教導更為有效，教學最常被

推薦的方法，就是去刺激學生的認知衝突，好幫助學生理解數學（Irwin, 1997），

Swedosh and Clark (1997) 也利用介入衝突的方法，來幫助學生消除他們的誤

解，因為迷思概念會導致出一個荒謬的結論，但是在學生的心目中那是正確的概

念；所以教育是一個持續消除迷思概念及試驗的過程，好引導學習者正確理解。 

 所以對學習數學來說，找尋學生的錯誤概念是必需的，因為當學生了解自己

的錯誤後，才能修正錯誤。在找尋相關文獻中，發覺國內、外對於微積分錯誤類

型研究是相當少的，因此本研究利用紙筆測驗，來收集大學生對於微分基本公式

的錯誤類型。 

 

二、電腦化測驗 

 由於科技的發展，以及電腦的發達，有關電腦化測驗、電腦化適性測驗、線

上測驗已經日趨發達，而且電腦化測驗在測驗的計分、回饋及迷思概念上的診斷

愈來愈有效率，亦即採用電腦化測驗在講求時效的現代社會中，是一種測驗的最

佳選擇（陳新豐，2005）。國外的 TOEFL 以及 GRE 均於 1998 年將紙筆測驗改成

電腦化測驗，而台灣考選部也於 2006 年 6 月開始試辦，2008 年 6 月正式實施電

腦化測驗（考選部，2010），由此可見電腦化測驗已愈來愈受到重視。 

根據周倩與簡榮宏（1997）的研究指出，大部份的學生較信任線上測驗的結

果，而且認為線上測驗具備效率上的優點而且也均能測出正確的實力。而何榮桂

（1990）也認為電腦輔助測驗具提高測驗效率、試題呈現方式多元豐富、減少測

量誤差、減少測驗時間及獲得額外測驗資訊等優點。 

 參考朱美珍、余仁朋、白玉華、李家璐、王士賓、盧建良（2009）所整理出

來的微積分相關網站如表 1 所示，得知大部分的微積分線上測驗系統，都是著重

於選擇題的電腦化測驗；非選擇題的部分，則是利用鍵盤上的文字，來替代特殊

的數學符號，或者是利用填充題的方式來呈現。此原因是因為 HTML 無法顯示

出數學符號，此時就需要利用 WORD 的方程式編輯器來編寫出數學公式，再轉

換成圖片檔呈現在網頁上。 
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表 1 微積分相關網站整理 

相關 

網站 

 

功能 

北科大微積

分電腦輔助

學習網路研

究室 

交大微積分

遠距教學實

驗網路系統 

嘉義大學應

用數學系微

分方程教學

網站 

WIMS 網路

互動式多功

能服務站 

明新科技大

學數學網站

辛老師課程

活動 

數學公式呈

現方式 

圖形檔 Mathematica

ltools 

圖形檔 文字代碼轉

換 

文字代碼轉

換 

題目類型 非選擇、選

擇題 

非選擇*、選

擇題 

選擇題 非選擇、選

擇題 

非選擇、選

擇題 

非選擇題呈

現方式 

只針對答案

為一般數值

的題目，利

用填充題的

方式來呈現 

遇到無法由

鍵盤輸入的

公 式 或 符

號，便以轉

換碼進行作

答 

無 遇特殊符號

或數學方程

式，輸入網

站設定的對

應文字進行

答題 

遇特殊符號

或數學方程

式，輸入網

站設定的對

應文字進行

答題 

網頁使用語

言 

PHP HTML HTML HTML HTML 

互動性 討論區 討論區 Q&A 討論區 留言版 

成績回饋機

制 

將錯誤的答

案呈現，未

給成績，需

另外下載解

答 

未告知答案

對錯，需另

外下載解答 

作答完畢將

答 案 送 出

後，有文字

出現告知對

錯與正解 

答 題 完 畢

後，系統馬

上 告 知 對

錯、正解與

解答 

測驗後給成

績，考試截

止後再告知

答案公佈日

期 

測驗方式 下 載 .pdf

或.doc檔，再

進入網頁作

答 

用提示或步

驟式的方法

引導進行測

驗 

一個題目一

個頁面的呈

現，每題都

完成作答始

能進入下一

題 

一次只有一

題 測 驗 題

目，由系統

隨機出題。 

使用投影片

方式引導作

答，一次只

呈現一題題

目。 

（資料來源：朱美珍、余仁朋、白玉華、李家璐、王士賓、盧建良整理，2009） 

 

因此本研究以 PHP 程式為核心，結合了 JavaScript 以及 MathML 等相關技

術，來建置電腦化測驗中的試題，讓學生能直接於電腦上解題，如此一來，系統

可記錄學生解題的歷程、時間等，再利用這些資料配合答案卷分析出學生的錯誤

概念。 
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參、研究設計與實施 

一、研究流程 

在確定研究主題後，即進行各種相關文獻的收集與探討，研究流程圖如圖一

所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（一）事前準備 

分析微積分的教材以及公式題型，並且與專家進行三次討論後，繪製出微分

基本公式的知識結構，專家知識結構圖如圖二所示。 

（二）紙筆測驗的組卷 

根據知識結構命題，每個知識節點命 1~3 題，採用 5 題選擇題，18 題計算

題的型式。請專家審題，並根據專家意見修題。 

圖一 研究流程圖 

進行筆紙測驗預試 

確定研究主題 

文獻蒐集與探討 

建立專家知識結構 

命題、審題、修題、組卷

  

分析錯誤組型 

將錯誤組型少 

的當作選擇題 

將錯誤組型多 

的當作建構題 

電腦化測驗 

蒐集結果，分析錯誤類型 

分析錯誤類型 
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（三）錯誤組型 

 在預試後，蒐集與分析答題反應，整理歸納出錯誤組型。 

 

圖二 專家知識結構 

 

（四）電腦化測驗 

電腦化測驗的試題，依照紙筆測驗分析後的變異數如表 2 所示來命題，變異

數大於 0.2 的當作建構反應題，其餘的題目則做為選擇題。再依據題目中犯錯次

數大於 3 的錯誤組型，作為選擇題的選項。試卷中共有 5 題建構反應題，以及

18 題的選擇題。 

分析變異數來選題，理由有以下兩點： 

1. 選擇題 

由於選擇題有選項限制，學生的答題狀況受限，作答情況變異性低的，表示

代數微分四則與連鎖律混合 

加減乘

混合微

分 

加減除

混合微

分 

乘除混

合微分 

乘與連

鎖律混

合微分 

加減與連

鎖律混合

微分 

除與連

鎖律混

合微分 

加減法微分計算 乘法微分計算 除法微分計算 連鎖律微分計算 

加減法微分公式 

乘法微分公式 

除法微分公式 

連鎖律公式 

 

 𝑥𝑛 ′ = 𝑛𝑥𝑛−1，𝑛 ∈ 𝑁 

 𝑥𝑛 ′ = 𝑛𝑥𝑛−1，𝑛 ∈ 𝑄 

 𝑥𝑛 ′ = 𝑛𝑥𝑛−1，𝑛 ∈ 𝑅 
(𝑐)′ = 0 (𝑥)′ = 1 
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能代表學生真實狀況的程度有限，故不列入設為建構反應題型的參考。 

2. 建構題 

除選擇題外，從計算題中，挑選作答情況的多點計分之變異數高者作為建構

反應題型。作答情況的變異數愈高，代表學生的錯誤組型種類愈多，建構反應題

的答題狀況與受到選項限制的選擇題不同，直接記錄學生的計算過程與結果，適

合用來診斷學生多樣的錯誤類型，故選取變異數大於 0.2 的計算題，作為建構反

應題型如表 2 所示。 

 

表2 各題變異數分析（灰底部份選為建構反應題） 

題號 作答情況的多點計分之變異數 

6 0.2378 

8 0.2205 

7 0.2121 

14 0.2074 

20 0.2027 

21 0.2019 

9 0.2011 

23 0.2011 

16 0.1777 

18 0.1642 

15 0.1602 

12 0.1566 

13 0.1529 

19 0.1525 

17 0.1504 

22 0.1447 

10 0.0852 

11 0.0852 

 

（五）錯誤類型 

 在電腦化適性測驗施測後，分析答題反應，由專家整理歸納出錯誤類型。 

二、研究對象 

 本研究主要以大學一年級的學生為主要的研究對象，接受測驗的全部學生有

479 人，其中中州技術學院 267 人為筆紙測驗，亞洲大學 139 人以及虎尾科技大

學 73 人為電腦測驗。 

三、研究工具 

 本研究主要是探討大學一年級學生關於微分基本公式的概念，主要利用兩種

方法來蒐集資料，一是紙筆測驗的試題，二是電腦化適性測驗的試題。其中紙筆

測驗主要是用於蒐集錯誤組型，並與專家討論後整理成錯誤類型；再利用錯誤組

型組卷，作為電腦化適性測驗的題目，並且在電腦化題目施測後，分析學生的作
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答反應，以及試卷的信度。 

（一）紙筆測驗 

 紙筆測驗的試題為了提高試題品質，在施測前參考劉湘川、許天維、胡豐榮、

郭伯臣（2003）所設計的內容檢核表，經修改後來檢核試題，檢核後確定預試的

題目如附件一所示。 

（二）電腦化適性測驗 

 電腦化適性測驗試題，為了提高測驗品質，也利用了檢核表來檢核試題，檢

核後確定電腦化適性測驗的題目。其操作介面如下圖三、四所示，在施測的過程

中，有要求受試者要在計算紙上寫下計算過程，方便事後比對： 

 

圖三 選擇題系統測驗介面 

 

圖四 建構題系統測驗介面 
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肆、研究結果 

一、預試分析 

 依照預試測驗的結果，整理出錯誤組型跟錯誤次數，以及利用 SPSS 分析其

信度如下表 6 所示，分析結果信度高達 0.95，一般的成就測驗的信度如果在 0.90 

以上為優，0.80 到 0.90 之間為良好（洪碧霞，1992），因此本測驗算是信度優

良的測驗。 

 

表 6 紙筆測驗之信度 

Cronbach's Alpha 值 項目的個數 

.950 23 

 

二、電腦化測驗題目分析 

 依照電腦化適性測驗的結果，整理出錯誤類型，以及利用SPSS分析其信度

如下表7所示，分析結果信度高達0.94，因此本測驗算是信度優良的測驗。 

 

表7 電腦化適性測驗題目之信度 

Cronbach's Alpha 值 項目的個數 

.940 23 

 

三、錯誤類型 

經由紙筆測驗的結果分析，我們發現學習者在背誦微積分公式時，會有下列

不同形態的錯誤： 

（一）迷思：指學習者產生（專家決定）“不該”有的錯誤關聯。如此學習者會對

新公式的正確認知，發生誤導作用。 

1. 錯用冪分配：學習者經辨識新公式後，認為在形式上與 nnn baba  )( 相同

者。例如: ))('(')))'((( xgfxgf  ； 1))('()')((  nn xfnxf 。 

2. 受加法律影響：右式直接與 )(')('))'()(( xgxfxgxf  公式有關聯者。加法

律亦屬於冪分配，但是它的運算是加法，而冪分配是隨左式的運算改變。例如：

)(')('))'()(( xgxfxgxf  。 

3. 受乘法律影響：右式直接與 )(')()()(' xgxfxgxf  公式有關聯者，例：

)(')(')))'((( xfgxgfxgf  、( )()))((( xgfxgf  ；將合成函數視為函數相乘）。 

4. 形式錯覺：因兩者之左式之形式相同或相近，但忽略其性質不同，而關聯兩

者右式者。例： 23 53)'5(  （因誤認為多項式，即 1)'(  nn xnx ）。 

（二）迷失：（專家決定）該有的正確關聯卻沒有，所以學習者對新公式進行學

習時，會因為失去適切的認知模式，而產生偏差，本錯誤常見之徴兆為運算或數

字的移動。 

1. 缺乏正確的運算法則：錯誤地進行結合運算。例： 

(1) xx  )'1( （錯誤： xxx  )'1()'1( ）； 

(2) ))((')))'((( xgfxgf  （錯誤：錯誤地與 f 結合）； 

(3) 1313  （錯誤：－1直接與3結合）。 



微分基本公式之錯誤類型  測驗統計年刊  第十八輯 

 

 45 

2. 忽略對稱性或交錯性：依據學習者過去學習經驗，在非基本的公式中，左式

在形式有對稱性則右式亦有其對應之性質。若學習者因為忽略此學習經驗而產生

誤謬者。例： )(')()()('))'()(( xgxfxgxfxgxf  （錯誤：在正確公式中

)(')()()('))'()(( xgxfxgxfxgxf  左式對稱於乘法運算，同時右式微分對稱於加

法）。 

3. 忽略必然性：依據學習者過去學習經驗平衡作用，在非基本的公式中，左式

有的元素則右式亦有對應的元素。在符合前條件之公式，若學習者因為忽略此學

習經驗而產生缺項者。 

例： 

(1) )(')()()(')'
)(

)(
( xgxfxgxf

xg

xf
 （在學習經驗中，分母不會無端消失）； 

(2) ))('()))'((( xgfxgf  （錯誤：左式有f的元素在微分內，但是右式微分內

只有g）； 

(3) )()()( xgxfxh  ， 4)3( f ， 2)3( g ， 824)3(' h （左方有微分，但

是右方無微分）。 

（三）錯置：學習者原始公式中，有其執行之先後順序，可觀察出學習者因忽視

順序，而產生錯誤的學習結果。 

1. 失序（或流程不完全）：學習者執行原始公式時，步驟不完全，僅執行其中

部份的項次，而將剩餘項目移除，而產生的錯誤結果，失序過度者同時亦會有「忽

略必然性」的特徴。 

(1) nxxn )'( （錯誤：僅將冪次置前，並將正確之冪次移除）； 

(2) nxn )'( （錯誤：僅將冪次置前，並將x與正確之冪次錯誤移除）； 

(3) nn nxx )'( （錯誤：順序最後的冪次減1未執行）； 

(4) 1)'(  nn xx （錯誤：只執行順序最後的冪次減1）； 

(5) )('))(()))'((( xgxgfxgf   （錯誤：先微分 f ，其餘被錯誤移除）； 

(6) cc )'( （誤用 ccx )'( ；誤用常數項可提前）。 

2. 順序錯誤：學習者執行原始公式時，所有步驟均予以執行，但是順序不合。 

(1) 1)1()'(  nn xnx  (錯誤：先減冪次後，再移入係數。正確應為先將冪次

移入係數，再減冪次；例如 67 6)'( xx  ； 

(2) 23)()()(')('))'()((  xgxfxgxfxgxf （錯誤：重複 copy )()( xgxf  兩

次，再執行“前微後不微”）； 

(3) 0)'( x （誤用常數項可提前，即 0)'( c 。） 

3. 公式混搭：內含四則與連鎖律之混合題，原應按運算順序，逆序地一次執行

一個公式，但是，卻用混搭方式產生錯誤或僅就其中一個運算的微分公式進行變

形套用。（無法執行兩步以的上流程或認為一個微分只該有一個步驟）例： 

)(

)(')(')()('
)

)(

)()(
(

2 xh

xgxfxgxf

xh

xgxf

dx

d 
 ； 1))(()))(((  nn xfnxf 。 

 

伍、結論與建議 

本研究的主要目的是根據目前大學微積分的微分部分，找出微分基本公式的

錯誤類型，讓老師們在命題微積分測驗試卷時能有個參考依據，並且藉由試卷的



微分基本公式之錯誤類型  測驗統計年刊  第十八輯 

 

 46 

測驗，找出學生錯誤的觀念，再根據學生已有的知識和發生錯誤概念之原因，去

進行補救，以幫助學生建立起更正確的基本知識，進而引導學生邁向更高深的學

習領域。 

根據專家建議，參考紙筆測驗試題變異數，其中變異數愈高，代表學生的錯

誤組型種類愈多。由於無相關文獻研究此方法，為增加其可行性與可信度，於紙

筆測驗後由人工閱卷方式整理試題的錯誤組型種類，發覺變異數愈高，錯誤組型

也愈多，表示分析試題變異數有其參考價值。 

分析了電腦化測驗的信度，其信度高達0.94，表示根據錯誤組型命題具有優

良的信度，所以教師以後在教學生微分基本公式時，可以利用本研究所分析出來

的錯誤類型，結合電腦化測驗，來幫助學生尋找錯誤，並且建立起正確的知識。 

 

陸、未來研究方向 

一、深入探討 

目前本研究只做到「微分基本公式」的錯誤類型，對於微積分整體的知識架

構來說，只不過是一小部分而已，期許對此有興趣者可更加的深入研究。 

二、錯誤類型 

可以針對相同的範圍命複本題，驗證錯誤類型是否齊全。 

三、曝光率 

根據錯誤類型多出題庫，減少題目的曝光率。 

四、防猜選策略 

目前本研究針對電腦化適性測驗中防猜選的方法，是利用受試者在試卷上寫

出計算過程，事後互相比對；但由於人工方式太過費時，所以未來可探討更佳的

策略。 

五、補救教學 

根據錯誤類型命題，並根據測驗結果進行補救教學，評估補救教學前後學生

學習程度的提升狀況。 

六、貝氏網路 

結合貝氏網路，建立自動化錯誤類型判讀。 
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附件一、紙筆測驗題目 

 

 

 

  

一、選擇題：請將答案的選項填入括號中，

並在空白處紀錄解題過程。 

(    ) 1.  

(A)  (B)  

(C)   (D)  

(    ) 2.  

(A)    (B)  

(C)  (D)  

(    ) 3.  

(A)  (B)  

(C)  (D)  

(    ) 4.  

(A)  (B)  

(C)      (D)  

(    ) 5.  

(A)      (B)  

(C)    (D)  

二、按照例子的形式，寫出下列各題的答

案。 

例： 

(1)  

(2) 若已知 ，請化簡

 

(本例子尚未化簡，但寫答案時請化成最簡) 

1.  

2. 若已知 ，請化簡

 

3.  

4. 若已知 ，請化簡  

5.  

 

 

 

 

6. 若已知 ，請化簡

 

7. 已知 ， ， 均可微， 

求：  

8. 已知 ， ， 均可微，求：

 

三、計算題：請記錄計算過程並寫出結

果，第 5、第 6 與第 7 題可以不將次方

乘開化簡。 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8. 利用 ，求下列式子的微

分後的結果： 

(1)  

(2)  

四、已知函數及其微分值，求 在

的微分值： 

若 ， ， ，

，且 ，則
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