
臺灣中部地區國小高年級學生幾何推理層次的分布情形 

測驗統計年刊  第十九輯 

51 
 

臺灣中部地區國小高年級學生幾何推理層次的

分布情形 
吳德邦 1 馬秀蘭 2 陳姿良 3 許天維 4 

1國立臺中教育大學數學教育系 
2嶺東科技大學 

3彰化縣埔心鄉太平國小 
4國立臺中教育大學教育測驗暨統計研究所 

 
摘要 

本研究旨在分析臺灣中部地區高年級學生在 van Hiele 幾何推理層次的分布

情形，以「吳-馬-陳氏幾何推理層次測驗」為研究工具，研究對象為臺灣中部地

區 2009 年第二學期在學的國小學生五年級的學生 328 人及六年級的學生 413

人，全部樣本大小為 741 人。得到研究結果摘述如下： 

A 縣和 B 市的學生均是分布在創造性層次的學生最多，其次分布在批判性

層次。縣市與層次兩變項有相關，且 B 市在幾何推理層次的表現優於 A 縣，顯

示在 van Hiele 幾何推理層次中，兩縣市的學生有著明顯的城鄉差異，這也代表

著教育水平越高的縣市，越多學生達到較高層次，再次顯示教學和引導能提升學

童的幾何思考概念，這點與 van Hiele 的理論相吻合。 

五年級和六年級的學生均是分布在創造性層次的學生最多，其次分布在批判

性層次。五年級、六年級的學生在 van Hiele 幾何推理的發展可能比 van Hiele 立

體幾何概念的發展、van Hiele 平面幾何概念在三角形部份的發展以及 van Hiele

平面幾何概念在四邊形部份的發展都高一個層次。年級與層次兩變項沒有相關，

顯示其年級愈高，分布在較高層次的人數並沒有明顯增多。 

男學生和女學生均是分布在創造性層次的學生最多，其次分布在批判性層

次。性別對層次兩變項沒有顯著差異。 

 

關鍵字：小學、幾何、推理、van Hiele、思考層次 
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Abstract 
The purpose of this study is to discuss the distributions of the van Hiele 

geometrical reasoning levels of 5th and 6th graders. This study uses “Wu-Ma-Chen’s 

van Hiele Geometric Reasoning Test” (GRT) as the research tool, choosing 741 fifth- 

and sixth-grade students in Central Taiwan as the subjects. The GRT was developed 

by the authors in 2010.  

Using the Chi-Square Test to analyze the data, the conclusions were drawn as 

follows: 

(1) Most of A county’s and B city’s students are in the creative level. In the van 

Hiele geometrical reasoning level, scores of students from B City are better than those 

from A County.  

(2) Most of fifth- and sixth-grade students are in the creative level, but the 

number of students is not obviously higher in the higher grade. 

(3) Most of male and female students are in the creative level, but in the van 

Hiele geometrical reasoning level, the scores of those students in the different genders 

are not obviously different. 

 

 

Keywords：van Hiele, elementary school, thinking level, geometric reasoning 
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壹、緒論 

一、研究動機 
從許多層面分析，我們可以看出近年來推理能力愈來愈受到大家的重視。早

在 1993 年教育部所公佈的國小數學課程標準中便強調：必須將數學視為推理（教

育部，1993，2000）。數學是最能訓練學生推理思考和尋找規律能力的素材（吳

德邦與馬秀蘭譯，2009a，2009b；馬秀蘭與吳德邦譯，2009a，2009b）。數學教

育的主要目標是要發展兒童的數學推理及思考能力，使其能夠應用所學的數學知

識和技能來解決在實際的生活中所遭遇的問題情境（NCTM, 1989, 2000）。NCTM

在數學課程中明定了「幾何學習解題思考的最佳問題來源」（周淑惠，1995）。教

育部（2003）更在九年一貫課程綱要中，清楚的指出，幾何推理是以「已知條件」

及「已知為正確的幾何性質」，推導出結論。因此小學的幾何教學，除了拓展學

生的幾何直覺，在操作中，認識各種簡單幾何形體與其性質之外，更要加入簡單

的推理性質與彼此之間的關係（教育部，2003）。TIMSS 2007 的數學評量架構在

認知領域部份四年級和八年級都分為知道、應用與推理等三個面向，隨著年級愈

高，評量推理的百分比從 20%提高到 25%（李源順、王美娟、蘇意雯、陳怡仲，

2009）。 

荷蘭數學教育家 van Hiele 夫婦為提供小學及中學教師教學前瞭解學生起點

行為之參考，早在 1956 年則綜合完形心理學和皮亞傑認知心理學的論點，研究

個體幾何思考層次的發展，共同提出兒童幾何思考的發展層次 van Hiele模式（van 

Hiele, 1986），此模式亦與皮亞傑對七至十二歲具體運思期兒童的認知發展論點

相合（吳德邦，1999；譚寧君，1993）。 

我國在 2000 年的九年一貫課程，在幾何教材的發展順序，即是以 van Hiele

理論為主軸，因此，van Hiele 在幾何課程中佔有一席之地。根據吳德邦（1998）

指出其層次分為（1）視覺的（visual）；（2）描述的（descriptive）；（3）理論的

（theoretical）；（4）形式邏輯的（formal logic）；（5）邏輯法則本質的（the nature 

of logical lows）（吳德邦，1999，2000，2004；吳德邦、馬秀蘭與李懿芳，2007；

吳德邦、陳姿良、馬秀蘭、紀小玉，2009；吳德邦、馬秀蘭、陳姿良、許天維，

2010）。 

推理思考活動是一種尋求因果關係的心理歷程。Coles 和 Robinson（1989）

認為推理思考是一種同時具備批判性思考和創造性思考的思考模式。而 Krulik & 

Rudnick（1993, 1999）則表示推理是思考的一部分，並指出推理是思考的歷程中，

高於回憶（recall）的層次，分為三個層次，從較低層次的基本的（basic）思考，

到較高層次的批判性（critical）思考、創造性（creative）思考。而數學是最能訓

練學生推理思考和尋找規律能力的素材（吳德邦與馬秀蘭譯，2009a，2009b；馬

秀蘭與吳德邦譯，2009a，2009b）。本研究所提及的 van Hiele 幾何推理層次，係

綜合 Coles & Robinson（1989）和 Krulik & Rudnick（1993, 1999）有關推理的內

涵，以其思考層次的關係與層次，並配合 van Hiele 幾何思考層次理論、Fuys 等
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人（1988）提出針對 van Hiele 幾何思考層次的描述發展而來，分為批判性層次

和創造性層次。 

基於以上論述，研究者深覺幾何推理在國小數學領域中的重要性，但由於大

部分中、高年級生對基本幾何圖形概念能達層次二，但只有高年級生能達層次三

（Wu & Ma, 2006, 2009, 2010, 2011）。因此本研究以國小五、六年級學生為研究

對象，採用問卷調查，以吳德邦、馬秀蘭、陳姿良在 2009 年所發展出來的「吳-

馬-陳氏幾何推理層次測驗」為研究工具，分析不同縣市、年級、性別之國小學

生在幾何推理層次的分布情形及其卡方檢定，提供國小教師課程計畫實施之參

考。礙於篇幅的因素，本文僅呈現推論性統計的部分，有關於學生在測驗答題情

形之敘述性統計的部分則另闢文討論之。 

 
二、研究目的 

根據上述研究動機，本研究的研究目的為分析不同縣市、年級、性別之國小

學生在幾何推理層次的分布情形及其卡方檢定。 

 

三、名詞定義 
（一）中部地區 

係指臺灣中部地區，而為顧及研究倫理，因此以 A 縣、B 市之代號定義之。

此二縣市之相關人文背景的描述如下： 

A 縣：土地面積約為 1074 平方公里，以平地面積最大，農業最為發達，目

前總人口數約為 131.2 萬人。 

B 市：土地面積約為 163.4 平方公里，為盆地地形，以工商產業結構為主，

是中臺灣經濟、交通、文化的重鎮，目前總人口數約為 107.4 萬人。 

（二）van Hiele 幾何推理層次 

本研究所提及的 van Hiele 幾何推理層次，係綜合 Coles & Robinson（1989）

和 Krulik & Rudnick（1993, 1999）有關推理的內涵，以其思考層次的關係與層次，

並配合 van Hiele 幾何思考層次理論、Fuys 等人（1988）提出針對 van Hiele 幾

何思考層次的描述發展而來，分為批判性層次和創造性層次。 

 

貳、文獻探討 

一、van Hiele 幾何思考層次理論  
實際從事教育工作的荷蘭數學教育家 van Hiele 夫婦歷經多年的努

力，終於在 1957 年發展出了幾何思考層次理論。他們根據完形心理學的

結構論以及皮亞傑的認知發展理論（Molina, 1990; van Hiele, 1986），提出

兒童幾何思考層次，主要認為幾何的思考有著一定的發展層次，透過教師

或引導者適當的引導，兒童可以從較低的層次逐步提升到較高的思考層

次，並且要等到前一個層次充分發展之後，才可能晉升到下一層次（Senk, 
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1989）。  

對於這五個層次的描述方式，本研究採用 van Hiele（1986）對層次的

說法，分別為視覺的層次、描述的層次、理論的層次、形式邏輯的層次、

邏輯本質法則的層次。以下分別就各層次的內容簡單描述（吳德邦、馬秀

蘭與藍同利，2006a、2006b；陳進春與吳德邦，2005）：  

（一）層次一：視覺的（visual）層次  

此層次的兒童可以透過視覺觀察辨認各種具體物的外形輪廓，例如：

從生活經驗中可得知像窗戶的形狀為長方形。但此階段的兒童，他們無法

了解這些圖形的真正定義，因此還不能根據圖形的組成要素或性質來進行

分析。  

（二）層次二：描述的（descriptive）層次  

兒童不但具有辨別圖形特徵的能力，且能依據所觀察到的結果，分析

圖形的基本要素及這些圖形之間的關係。例如：他們能夠知道長方形的角

都是直角或三角形的內角和是 180∘等圖形特徵，但在此層次還不能夠過

推理來了解圖形特徵之間有什麼關係存在。  

（三）層次三：理論的（theoretical）層次  

這個層次的學生，不但清楚各種圖形的構成要素，並且知道各種圖形

之間的包含關係以及各種幾何圖形的內在屬性。例如：長方形有兩雙平形

且相等的對邊，而菱形是長方形的一種，當長方形四個邊都相等時，這個

四邊形就是菱形。學生能夠將先前發現的性質整理成公式或使用圖形的定

義進行非正式的推理，但是還不能進行有系統的證明。  

（四）層次四：形式邏輯的（formal logic）層次  

這個層次的學生能夠經由抽象推理的過程，來證明幾何問題及相互間

的關係，也能夠理解幾何問題要解決，必須具備的充分或必要條件，並使

用邏輯推理的方法，來證明幾何的性質。  

（五）層次五：邏輯本質法則的（the nature of logical laws）層次  

這個層次是屬於最高層次，達到這個層次的學生，能學習不同的幾何

公設系統，例如：歐氏幾何與非歐氏幾何的比較。在不同的公設體系中，

建立定理並且分析或比較各種不同的公設系統。  

根據 Crowley（1987）對 van Hiele 幾何思考層次提出了五個特性，分

別為次序性、提升性、內因性與外因性、語言性、以及不配合性。各項特

性分述如下：  

（一）次序性（sequential）  

學生必須充分的學習所在層次的各種概念，才能順利進到下一個層次

的學習。因為幾何思考層次的發展是循序漸進的，每一個層次的概念都是

來自於前一個層次的概念。  

（二）提升性（advancement）  

van Hiele（1986）曾經提到，教師適當的教學和引導能提升學生的幾
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何思考概念，但是沒有一種教學方法能使學生跳過某一層次，直接進入到

下一個層次。  

（三）內因性與外因性（intrinsic and extrinsic）  

在某一層次的性質是屬於內在的性質，到了下一個層次，有可能成為

外顯的性質。Clements & Battista（1992）也指出，某些概念在目前這個層

次可能不明顯，但在下個層次是明確可知的。  

（四）語言性（linguistics）  

正方形也可以說是長方形，又可說是平行四邊形，這個概念在第二層

次的學生可能無法理解，但等到了第三層次，學生可能就能理解其關連

性。也就是說，在每一個層次中，都有屬於該層次自己獨特的語言、符號，

以及這些符號之間的關聯系統。  

（五）不配合性（mismatch）  

依據 van Hiele 幾何思考層次的語言獨特性，每個層次有它自己獨特的

語言、符號，若是屬於不同層次的人，彼此間不能相互的溝通、了解。  

 

二、認知發展理論 
瑞士心理學家皮亞傑（Piaget）提出兒童認知發展的階段性理論，把

兒童從出生到青年初期的認知發展歷程分成感覺動作階段、前運思階段、

具體運思階段、形式運思階段。  

其中兒童在 7 歲到 12 歲的時候屬於具體運思階段，在此階段兒童的

不但已有質量、容積等保留概念和可逆性的概念，且能排列次序，能進行

物的分類、比較以了解其間的關係，並能透過具體物進行簡單的邏輯運算

及邏輯推理。12 歲到 15 歲的青少年屬於形式運思階段，這個階段的青少

年具有根據假設進行演繹推理的能力，對問題的解答能做出論證，能夠對

抽象的問題運用概念的、系統的、邏輯的方式進行推理。從皮亞傑的認知

發展階段性理論來看，本研究的所有受測學生應該都能夠根據題目的假設

進行非形式的推理，足以回答本研究的測驗題目。  

至於兒童幾何認知概念的形成，皮亞傑等（ Piaget, Inhelder, & 

Szeminska, 1960）認為隨著年齡的成長對於空間知覺的發展可分為拓樸性

（topological）、投影性（projective）、歐幾里得性（Euclidean）三個階段。

在歐幾里得性幾何概念階段的兒童對於這些幾何形體具有長度及距離保

留概念，面積保留概念大約也在此階段發展完成。根據皮亞傑的說法，在

小學低年級時，兒童的圖形概念大部分都已發展到歐幾里得幾何概念階

段。因此本研究的受測學生，應都已具備線段長短、角度大小及面積大小

的概念（洪明賢，2003）。  

 

三、推理思考層次 
推理與思考有什麼關係？其實早在 1964 年，Angell（1964）就表示推理是
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一種動態的人類活動，它是我們的一種心理活動（思考），這種活動包含解決問

題、想出某些事；它有四項特徵：1.推理一個是有目的的過程；2.要採取何種推

理方式會依據推理目標而決定；3.推理屬於個人的活動；4.推理是一種心智的及

內心的活動。張春興（1991）也曾提出，推理其間經過的心理活動，就是思考，

思考和推理歷程是有關的（張春興，1992）。英國牛津技巧之教學計畫（Coles & 

Robinson, 1989）則把思考定義為個體從事解決問題時的心智活動，並以促進兒

童的思考能力為其計畫的目的。 

在 Gardner（1983）對人類能力的研究中，提出了多元智慧論，每一種都是

人類用來學習、解決問題以及創造的工具，其中他認為人類的能力應可包括邏輯

─數學智慧（logical-mathematical intelligence），也就是能有效地運用邏輯和推理

的能力，例如：數學計算、邏輯思考、問題解決、歸納及演繹推理、及辨別型組

和關係（引自馬秀蘭，2007）。Gardner 並認為「邏輯─數學智慧」的發展與 Piaget

所提出的認知發展階段與方面一致。Klenk 則指出邏輯就是要研究推理（引自劉

福增譯，1997）。Campell 和 Martin（1995）更進一步提出，用於邏輯─數學智慧

的各種步驟包括分類、分等、推論、概括、計算和假設檢定。 

英國牛津技巧之教學計畫（Coles & Robinson, 1989）表示思考的內涵包括批

判思考、創造思考、推理思考和問題解決。Coles 和 Robinson（1989）認為推理

思考是一種同時具備批判性思考和創造性思考的思考模式，兩者都屬於推理思

考，其關係如圖 1 所示。而 Krulik & Rudnick（1993, 1999）和 Wu & Ma （2009, 

2010, 2011）均表示推理是思考的一部分，並指出推理是思考的歷程中，高於回

憶（recall）的層次，分為三個層次，從較低層次的基本的（basic）思考，到較

高層次的批判性（critical）思考、創造性（creative）思考，以下以圖 2 說明推理

的思考層次，因思考可能經常在各層次之間來回移動，因而各層次並不是完全分

離的，每一個層次的思考技能都會外延的，運用到下面層次的技能。張玉成（1998）

同樣認為推理思考是介於認知記憶和高層次思考技巧之間，而其主要內涵有理

解、應用及分析等三項能力。Sternberg（1997）認為，數學推理不僅要分析思考，

還要創造性思考。創造性問題解決的研究者也認為完整的問題解決思考過程不只

是運用推理性思考，也必須並用批判性思考與創造性思考（洪文東，2000；

Treffinger & Isaksen, 1992）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

創造性 

思考 

推理 

思考 

問題解決 

批判性 

思考 

圖 1 推理與批判性和創造性思考之關係（引自馬秀蘭，2007，頁 389） 
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Krulik & Rudnick（1993, 1999）認為基本的思考包括對於數學概念的理解以

及應用，例如：除了能運用加法、減法、乘法和除法這些運算來解決問題，還要

能夠進一步運用在解決學校或日常生活問題中。一般認為，學生的數學經驗以真

實情境所給予的真實資料最有價值（Burrill & Romberg, 1998; Garfield & Gal, 

1999），因為它提供一個機會使學生有機會讓自己扮演數學問題解決的主角，讓

他們可以在真實世界裡從事用數學來解決問題（Greer, 2000; Moore, 1998）。 

其中批判性思考屬於分析性質，指在遭遇到問題或情境時能夠審查、欣賞或

評估。換句話說，就是能聚焦在一個問題，進而搜集、組織和分析資訊，檢核、

連結和評鑑某一情境或問題的各個面向，然後結合先前已學過的經驗，決定出最

合理的答案以及有效結論的思考（吳德邦與馬秀蘭譯，2009b；馬秀蘭與吳德邦

譯，2009b；Coles & Robinson, 1989; Krulik & Rudnick, 1993, 1999）。此外，在有

關批判性思考中，Gartenhaus（1984）認為它應包含分析、連結、評鑑；毛連塭、

吳清山、陳麗華（1992）則提到「康乃爾批判思考測驗」（X 級）定義此能力應

包括歸納、考察可信度、演繹與確定假設。張玉成（1998）歸納國外學者對批判

思考的定義，將其分為檢視、比較、判斷、歸納和選擇五個思考過程，並認為批

判性思考相近於收斂性和評鑑性運作。 

創造性思考則偏重發散歧異性，它是指一個想法，具有原創性和有效性、擅

於發明、能產生精緻複雜的思考方式。具有創造性思考的人，能綜合其想法、產

生創意，以及能應用概念以解決問題（吳德邦與馬秀蘭譯，2009b；馬秀蘭與吳

德邦譯，2009b；Coles & Robinson, 1989; Krulik & Rudnick, 1993, 1999）。張玉成

（1998）也認為創造性思考接近發散性運作。除此之外，有關創造性思考學者有

眾多的看法，但內容皆大同小異，大部分主張流暢性、變通性、獨創性、精進性、

敏覺性五種能力為主（陳龍安，1998；賈馥茗，1976；Guilford, 1977; Torrance & 

Orlow, 1986）。美國創造力學家 Osbom 甚至把創造力比喻為潛在人類腦中的金

礦，最為珍貴。 

馬秀蘭（2007）研究中驗證了 Krulik & Rudnick（1993, 1999）的觀點，每個

層次之思考並非分離，而且每個層次是外延的使用到其層次下之技能，因而相鄰

圖 2 思考層次的階級圖（引自馬秀蘭與吳德邦譯，2009b，頁 3） 

創造性 
（creative） 

批判性 
（critical） 

基本的（basic）

回憶性（recall）

推理 

reasoning 

高層次 

higher-order 
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層次間有來動的交集存在。為了表示基本的、批判性和創造性思考的領域大小、

各自獨立、互相含涉以及層次的階級，她修正了 Krulik & Rudnick（1993）思考

層次的階級圖，將彼此間之關係表示如圖 3，圖中「基本的思考」的範圍較大，

表示學生思考過程大多進行「基本的思考」。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

總而言之，國內外學者對推理思考的內容及其涉及的主張雖然略有不同，但

大部分學者皆認為高層次的推理思考包含批判性思考以及創造性思考。因此研究

者綜合 Coles & Robinson（1989）和 Krulik & Rudnick（1993, 1999）有關推理的

內涵，以其思考層次的關係與層次，並配合 van Hiele 幾何思考層次理論、Fuys

等人（1988）提出針對 van Hiele 幾何思考層次的描述，做為本研究的理論基礎。 

 

參、研究工具及對象 

一、研究工具 
本研究採用研究者在2009年（2009年年初）自編的「吳-馬-陳氏van Hiele幾

何推理層次測驗」，以分析不同縣市、年級、性別之國小學生在幾何推理層次的

分布情形及其卡方檢定。就劉好（1993）針對國小的教材分析，說明我國的幾何

課程高年級教材屬van Hiele幾何思考層次中第三個層次（理論的層次）。由於研

究對象是以國小高學生為主，故此測驗編製範圍僅針對van Hiele幾何思考層次第

三個層次，測驗內容更進一步細分為二個層次，分別為批判性層次和創造性層

次。本測驗題目為32題，施測時間為40分鐘，每題皆為單選題，答對一題得一分，

共計32分。批判性層次的題目一共18題，創造性層次的題目一共14題。幾何類型

分為平面幾何、立體幾何和包含關係，平面幾何的題目一共17題，立體幾何的題

目一共10題，包含關係的題目一共5題（吳德邦、陳姿良、馬秀蘭、紀小玉，2009；

吳德邦、馬秀蘭、陳姿良、許天維，2010）。詳細內容請參見表1。 

 

圖 3 思考層次的階級圖（馬秀蘭，2007b，頁 408） 

創造性思考 

批判性思考 

基本的思考 

推理 
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表 1 吳-馬-陳氏 van Hiele 幾何推理層次測驗之雙向細目表 

van Hiele 

幾何推理層次 
幾何類型 相關概念 題號 

批判性層次 平面 四邊形內角和的概念推理 1 
  三角形內角和的概念推理 7 
  一條對角線的推理 12 
  二條對角線的推理 16 
  外角的辨認推理 15 
  四邊形辨認的推理 2、5 
  三角形辨認的推理 4 

  
利用三角形內角和算出未知的角

度推理 
6 

  平行四邊形的角度推理 13 
  梯形的角度推理 14 
  圖形的組合推理 10 
  圖形的分割推理 11 

  三角形的邊長推理出周長 3 

  菱形的邊長推理出周長 8 

批判性層次 立體 方位的推理 9 

  推理出性質不同的立體圖形 18 
  線對稱圖形的推理 17 

創造性層次 平面 由已知性質推理出正確圖形 19、24 

創造性層次 立體 立體圖形的推理 30 
  積木的個數推理（選項為數字） 23、26 
  積木的個數推理（選項為圖片） 31 
  圓錐橫切的切面推理 28 
  三角柱直切的切面推理 29 
  圓柱斜切的切面判斷 32 
創造性層次 包含關係 直角三角形、正三角形以及鈍角

三角形的包含關係推理 
22 

  
等腰三角形、正三角形以及銳角

三角形的包含關係推理 
25 

  
正方形、長方形以及平行四邊形

的包含關係推理 
20 

  
長方形、菱形、梯形以及平行四

邊形的包含關係推理 
21 

  
正方體、角柱以及四角柱的包含

關係推理 
27 

（引自吳德邦、馬秀蘭、陳姿良、許天維，2010，頁299） 

 

根據多位學者指出批判性思考屬於分析性質，指能聚焦在一個問題，進而搜

集、組織和分析資訊，檢核、連結和評鑑某一情境或問題的各個面向，然後結合
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先前已學過的經驗，決定出最合理的答案（吳德邦與馬秀蘭譯，2009b；馬秀蘭

與吳德邦譯，2009b；Coles & Robinson, 1989; Krulik & Rudnick, 1993, 1999），

研究者根據此論點，將具備這些特性的題目歸為批判性層次，以下列舉第 6 題詳

細說明。 

 

分析圖 4 的第 6 題題目，要答對這一題，學生只需知道三角形的內角和為

180 度，再運用減法運算即可得到答案，因此將這一題歸為批判性層次。 

（   ）6.右圖中的角乙是幾度？ 

       （1）50 度 （2）60 度 （3）70 度 （4）

240 度  

圖 4 第 6 題題目 

 

而多位學者也指出創造性思考是指一個想法，具有原創性，能綜合其想法，

以及能應用概念以解決問題（吳德邦與馬秀蘭譯，2009b；馬秀蘭與吳德邦譯，

2009b；Coles & Robinson, 1989; Krulik & Rudnick, 1993, 1999），同樣的，研究

者根據此論點，將具備這些特性的題目歸為創造性層次，以下列舉第 19 題詳細

說明。 

 

分析圖 5 的第 19 題題目，要答對這一題，學生需綜合「三個角」、「其中

有一個角是 90 度」、「二條邊等長」等訊息，才能得到答案，因此將這一題歸

為創造性層次。 

（   ）19.有一個圖形，它有三個角，其中有一個角是 90 度，且二條邊等長，

請問它可能是什麼圖形？ 

        （1）正方形 （2）等腰直角三角形 （3）正三角形 （4）鈍角三角

形 

圖 5 第 19 題題目 

 

此測驗的Cronbach’s α值為0.843顯示此份工具的信度相當高。批判性層次的

分量Cronbach’s α值為0.794，創造性層次的分量Cronbach’s α值為0.719。效度是

採用專家效度（引自吳德邦、馬秀蘭、陳姿良、許天維，2010）。 

 

二、研究對象 
本研究的母群體主要是以臺灣中部地區2009年第二學期（2009年年尾）在學

的國小學生為主，其中並不包含私立國小、特殊學校以及特殊班級的學生。由於

經費限制，施測的對象選取鄰近學校五年級的學生328人及六年級的學生413人，

全部樣本大小為741人。其分配表如表2所示： 
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表 2 施測樣本分配表 

年級 

縣市別 

五年級 六年級 
總計

男 女 小計 男 女 小計 

A 縣 69 63 132 71 74 145 277

B 市 93 103 196 137 131 268 464

總計 162 166 328 208 205 413 741

 

肆、研究結果與討論 

一、不同縣市、年級、性別之國小學生在幾何推理層次的分布情形及其卡

方檢定 
（一）探討不同縣市的學生與層次之間的關係 

本研究批判性層次的試題有18題，創造性層次則有14題，而依據Usiskin

（1982）提出在評量van Hiele幾何思考層次的基準中，每一層次各出五個題目，

以某一層次的答對題數超過該層次全部題數的五分之三或五分之四以上時，作為

達到此一層次的標準。因此，本研究乃根據Usiskin（1982）提出之標準，以通過

測驗題目的五分之三以上為通過該層次之標準（至於五分之四的部分成果與結

論，則另闢文討論之），分析臺灣中部地區國小五、六年級學生在幾何推理能力

發展之情形。 

先以SPSS 12.0版軟體來計算各縣市各層次的人數和百分比，各層次分布情

形詳如表3。 

 

表 3 不同縣市的學生在幾何推理層次的分布情形 

幾何推理層次 
未達批判性

層次 

批判性 

層次 

創造性 

層次 

跳躍 

現象 
總計 

A 縣 人數 57 91 127 2 277 

 （%） 20.6 32.9 45.8 0.7 100 

B 市 人數 64 106 285 9 464 

 （%） 13.8 22.8 61.4 1.9 100 

總計 人數 121 197 412 11 741 

 （%） 16.3 26.6 55.6 1.5 100 

註：本研究中的跳躍現象指學生未達到批判性層次卻達到創造性層次。 

 

本份測驗的結果，在741人中，分布在van Hiele幾何推理層次中創造性層次

的學生最多，佔全體人數的55.6%，其次分布在批判性層次，佔全體人數的

26.6%，再者為分布在未達批判性層次，佔全體人數的16.3%，最後為跳躍現象，

佔全體人數的1.5%。 

A縣的學生中，分布在創造性層次的學生最多，佔所有A縣學生的45.8%，其
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次分布在批判性層次，佔所有A縣學生的32.9%。B市的學生中，仍是分布在創造

性層次的學生最多，佔所有B市學生的61.4%，其次仍是分布在批判性層次，佔

所有B市學生的22.8%。 

接著，採用卡方之獨立性考驗來檢測學生的van Hiele幾何推理層次的隸屬情

形與縣市之間是否具有差異情形，檢測結果如表4。 

 

表4 不同縣市的學生在各個隸屬層次之卡方考驗 

  縣市 
卡方值 

  A縣 B市 

未達批判層次 個數 57 64 

20.722*** 

 期望個數 45.2 75.8 

 層次內的% 47.1% 52.9% 

 學生縣市內的% 20.6% 13.8% 

批判性層次 個數 91 106 

 期望個數 73.6 123.4 

 層次內的% 46.2% 53.8% 

 學生縣市內的% 32.9% 22.8% 

創造性層次 個數 127 285 

 期望個數 154.0 258.0 

 層次內的% 30.8% 69.2% 

 學生縣市內的% 45.8% 61.4% 

跳躍現象 個數 2 9 

 期望個數 4.1 6.9 

 層次內的% 18.2% 81.8% 

 學生縣市內的% 7% 1.9% 

註：本研究中的跳躍現象指學生未達到批判性層次卻達到創造性層次。 

     ***P﹤.001 

根據表4所示，在創造性層次的部分，B市（61.4%）的人數百分比優於A縣

（45.8%），表示有較多的學童達到推理層次較高的創造性層次；而推理層次較低

的批判性層次、未達批判性層次，B市的人數百分比均低於A縣，且縣市與層次

兩變項所構成的列聯表以卡方檢驗分析的結果發現 2 =20.722 （p ﹤.001），達

顯著水準，表示縣市與層次兩變項有相關，且B市在幾何推理層次的人數百分比

優於A縣。顯示在van Hiele幾何推理層次中，兩縣市的學生有著明顯的城鄉差異，

這也代表著教育水平越高的縣市，越多學生達到較高層次，再次顯示教學和引導

能提升學童的幾何思考概念，這點與van Hiele的理論相吻合。 

 

（二）探討不同年級的學生與層次之間的關係 

先以SPSS 12.0版軟體來計算各年級各層次的人數和百分比，各層次分布情
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形詳如表5。 

 

表 5 不同年級的學生在幾何推理層次的分布情形 

幾何推理層次 
未達批判

性層次 

批判性 

層次 

創造性 

層次 

跳躍 

現象 
總計 

五年級 人數 64 88 169 7 328 

 （%） 19.5 26.8 51.5 2.1 100 

六年級 人數 57 109 243 4 413 

 （%） 13.8 26.4 58.8 1.0 100 

總計 人數 121 197 412 11 741 

 （%） 16.3 26.6 55.6 1.5 100 

註：本研究中的跳躍現象指學生未達到批判性層次卻達到創造性層次。 

 

五年級的學生中，分布在創造性層次的學生最多，佔所有五年級學生的

51.5%，其次分布在批判性層次，佔所有五年級學生的26.8%。六年級的學生中，

仍是分布在創造性層次的學生最多，佔所有六年級學生的58.8%，其次仍是分布

在批判性層次，佔所有六年級學生的26.4%。 

六年級的學生在創造性層次的人數百分比較五年級的學生高，而五年級的學

生在批判性層次、未達批判性層次的人數百分比均較六年級的學生高。顯示年級

越高，達到較高層次的學生比例也越高。五年級的學生達到批判性層次和創造性

層次的學生一共有78.35%，也就是有78.35%的學生達到van Hiele幾何思考層次

三，與Wu和Ma（2006）有關van Hiele平面幾何的研究比較，在三角形的概念中，

五年級的學童多分布在van Hiele平面幾何思考層次二（51.3%），在四邊形的概念

中，五年級的學童多分布在van Hiele平面幾何思考層次二（60.9%）。再與吳德邦、

李懿芳、馬秀蘭（2006）、吳德邦、馬秀蘭與李懿芳（2007）有關立體幾何的研

究比較，五年級的學生多分布在van Hiele立體幾何思考層次二。由上述可推測，

五年級學生在van Hiele幾何推理的發展可能比van Hiele 立體幾何概念的發展、

van Hiele平面幾何概念在三角形部份的發展以及van Hiele平面幾何概念在四邊

形部份的發展都高一個層次。 

六年級的學生達到批判性層次和創造性層次的學生一共有85.23%，也就是有

85.23%的學生達到van Hiele幾何思考層次三，與Wu和Ma（2006）有關van Hiele

平面幾何的研究比較，在三角形的概念中，六年級的學童多分布在van Hiele平面

幾何思考層次二（53.9%），在四邊形的概念中，六年級的學童多分布在van Hiele 

平面幾何思考層次二（67.9%）。再與吳德邦、李懿芳、馬秀蘭（2006）、吳德邦、

馬秀蘭與李懿芳（2007）有關立體幾何的研究比較，六年級的學生多分布在van 

Hiele立體幾何思考層次二（52.2%）。由上述可推測，六年級學生在van Hiele幾何

推理的發展可能比van Hiele 立體幾何概念的發展、van Hiele平面幾何概念在三

角形部份的發展以及van Hiele平面幾何概念在四邊形部份的發展都高一個層次。 
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接著，採用卡方之獨立性考驗來檢測學生的van Hiele幾何推理層次的隸屬情

形與年級之間是否具有差異情形，檢測結果如表6。 

 

表6 不同年級的學生在各個隸屬層次之卡方考驗 

  年級 
卡方值 

  五年級 六年級 

未達批判層次 個數 64 57 

7.069 

 期望個數 53.6 67.4 

 層次內的% 52.9% 47.1% 

 學生縣市內的% 19.5% 13.8% 

批判性層次 個數 88 109 

 期望個數 87.2 109.8 

 層次內的% 44.7% 55.3% 

 學生縣市內的% 26.8% 26.4% 

創造性層次 個數 169 243 

 期望個數 182.4 229.6 

 層次內的% 41.0% 59.0% 

 學生縣市內的% 51.5% 58.8% 

跳躍現象 個數 7 4 

 期望個數 4.9 6.1 

 層次內的% 63.6% 36.4% 

 學生縣市內的% 2.1% 1.0% 

註：本研究中的跳躍現象指學生未達到批判性層次卻達到創造性層次。 

 

根據表6所示，年級與層次兩變項所構成的列聯表以卡方檢驗分析的結果發

現 2 =.069 （ p=.069 ﹥.05），未達顯著水準，表示年級與層次兩變項沒有相關，

顯示其年級愈高，分布在較高層次的人數並沒有明顯增多。 

 

（三）探討不同性別的學生與層次之間的關係 

先以SPSS 12.0版軟體來計算不同性別各層次的人數和百分比，各層次分布

情形詳如表7。 

 

表 7 不同性別的學生在幾何推理層次的分布情形 

幾何推理層次 
未達批判性

層次 
批判性 
層次 

創造性 
層次 

跳躍

現象 
總計 

男生 人數 66 98 202 4 370 
 （%） 17.8 26.5 54.6 1.1 100 
女生 人數 55 99 210 7 371 
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表 7 不同性別的學生在幾何推理層次的分布情形 (續) 

 （%） 14.8 26.7 56.6 1.9 100 

總計 人數 121 197 412 11 741 

 （%） 16.3 26.6 55.6 1.5 100 

註：本研究中的跳躍現象指學生未達到批判性層次卻達到創造性層次。 

 

男學生中，分布在創造性層次的學生最多，佔所有男學生的54.6%，其次分

布在批判性層次，佔所有男學生的26.5%。女學生中，仍是分布在創造性層次的

學生最多，佔所有女學生的56.6%，其次仍是分布在批判性層次，佔所有女學生

的26.7%。女學生在批判性層次、創造性層次的人數百分比較男學生高，而男學

生在、未達批判性層次的人數百分比較女學生高。 

接著，採用卡方之獨立性考驗來檢測學生的van Hiele幾何推理層次的隸屬情

形與性別之間是否具有差異情形，檢測結果如表8。 

 

表8 不同性別的學生在各個隸屬層次之卡方考驗 

  性別 
卡方值 

  男 女 

未達批判層次 個數 66 55 

1.977 

 期望個數 60.4 60.6 

 層次內的% 54.5% 45.5% 

 學生縣市內的% 17.8% 14.8% 

批判性層次 個數 98 99 

 期望個數 98.4 98.6 

 層次內的% 49.7% 50.3% 

 學生縣市內的% 26.5% 26.7% 

創造性層次 個數 202 210 

 期望個數 205.7 206.3 

 層次內的% 49.0% 51.0% 

 學生縣市內的% 54.6% 56.6% 

跳躍現象 個數 4 7 

 期望個數 5.5 5.5 

 層次內的% 36.4% 63.6% 

 學生縣市內的% 1.1% 1.9% 

註：本研究中的跳躍現象指學生未達到批判性層次卻達到創造性層次。 

 

根據表 8 所示，性別與層次兩變項所構成的列聯表以卡方檢驗分析的結果發

現 2 =1.977 （ p=.577 ﹥.05），未達顯著水準，表示性別與層次兩變項沒有相
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關。 

肆、結論與建議 

一、結論 
A縣的學生中，分布在創造性層次的學生最多，其次分布在批判性層次。B

市的學生中，仍是分布在創造性層次的學生最多，其次仍是分布在批判性層次。

縣市與層次兩變項所構成的列聯表以卡方檢驗分析的結果達顯著水準，表示縣市

與層次兩變項有相關，且B市在幾何推理層次的表現優於A縣，顯示在van Hiele

幾何推理層次中，兩縣市的學生有著明顯的城鄉差異，這也代表著教育水平越高

的縣市，越多學生達到較高層次，再次顯示教學和引導能提升學童的幾何思考概

念，這點與van Hiele的理論相吻合。 

五年級的學生中，分布在創造性層次的學生最多，其次分布在批判性層次。

六年級的學生中，仍是分布在創造性層次的學生最多，其次仍是分布在批判性層

次。五年級、六年級的學生在van Hiele幾何推理的發展可能比van Hiele 立體幾

何概念的發展、van Hiele平面幾何概念在三角形部份的發展以及van Hiele平面幾

何概念在四邊形部份的發展都高一個層次。年級與層次兩變項所構成的列聯表以

卡方檢驗分析的結果未達顯著水準，表示年級與層次兩變項沒有相關，顯示其年

級愈高，分布在較高層次的人數並沒有明顯增多。 

男學生中，分布在創造性層次的學生最多，其次分布在批判性層次。女學生

中，仍是分布在創造性層次的學生最多，其次仍是分布在批判性層次。性別與層

次兩變項所構成的列聯表以卡方檢驗分析的結果未達顯著水準，表示性別對層次

兩變項沒有顯著差異。 

 

二、建議 
本研究中發現，在van Hiele幾何推理層次中，兩縣市的學生有著明顯的城鄉

差異。因此建議教育資源較缺乏的縣市或學校，教師在教學時，同一概念的教授

可結合各領域教學，或者搭配多媒體，增加舉例、實作的次數，以加深加廣學生

的學習。 

本研究僅使用古典測驗理論來分析GRT測驗工具，建議未來使用改良的模糊

測度（Liu, Chen, Chen, Jheng, & Wu, 2011; Wu, 2010）或灰色理論（Wu & Ma, 2009, 

2010, 2011）進一步的分析。此外，本研究僅針對臺灣中部地區來做研究，未來

的研究者可擴大樣本選取的範圍，以了解其他地區的國小學生是否有和中部地區

學生一致的表現。研究者以鄰近學校做為研究樣本，建議未來的研究者可採隨機

抽樣，增加研究的外在效度，使研究結果能做普遍的推論。 
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